Metoda multiplicatorilor lui Lagrange

Aceasta metodd de optimizare neliniard elimind restrictiile de tip
egalitate incluzandu-le intr-o noud functie obiectiv si marind simultan
numarul de variabile al problemei de optimizare.

Fie urmatoarea problema:
min F(x
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Pentru aceasta problema se considera functia Lagrange asociata:

L(x.2)=F(x)+ > 4g,(x) xcR" AcR" (7.2)

Determinarea extremului noii functii obiectiv L(x, 1) constituie

o problemi de optimizare fara restrictii. In punctul de extrem (x*,1) va
fi indeplinita conditia:

VL(x*,2)=0 (7.3)

care reprezintd un sistem de n+m ecuatii cu tot atitea necunoscute:
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Necunoscutele acestui sistem sunt cele # componente ale solutiei
optime x* si cei m multiplicatori ai lui Lagrange 4, . . ., An.

Ultimele m ecuatii ale acestui sistem aratd ca in punctul de extrem
al lui L(x,A)toate restrictiile sunt verificate, deci acesta este in mod

obligatoriu o solutie admisibila pentru problema initiala.

Primele n ecuatii ale sistemului pot fi scrise sub forma vectoriala:
VF(x*)+ > A4 Vg,(x*)=0 (7.5)
i=1

Sistemul de ecuatii este liniar numai daca functia obiectiv este
patraticd sau liniard iar restrictiile sunt liniare, caz in care solutia
problemei de optimizare initiald poate fi obtinuta usor.

In celelalte situatii se obtine un sistem neliniar a carui solutie
poate fi obtinutd prin metode numerice.

De aici rezulta principalul dezavantaj al acestei metode: obtinerea
solutiei problemei de optimizare presupune rezolvarea unui sistem de
ecuatii cu un numdr de necunoscute mei mare decat numarul de
variabile al problemei initiale. Deoarece rezolvarea numericd a
sistemului presupune folosirea unei metode iterative, se poate dovedi
mai avantajoasd ca timp de calcul folosirea unei metode iterative de
rezolvare a problemei de optimizare initiale (de exemplu o metoda de
gradient).

In cazul problemelor de optimizare in cadrul sistemelor
electroenergetice de dimensiune mare (mii de noduri si de laturi) si care
au un numar mare de restrictii, problema sub forma functiei Lagrange
poate fi mult mai complicatd decat cea initiald datoritd variabilelor
suplimentare pe care le introduce.

Daca se aplici metoda de transformare a restrictiilor de tip
inegalitate 1n restrictii de tip egalitate prin introducerea variabilelor ecart
(transformarea Valentine), metoda multiplicatorilor lui Lagrange poate
fi extinsa si pentru cazul problemelor de optimizare care au restrictii de
tip inegalitate.

Fie problema de optimizare:



gi(x)=0 i=l,m xeR" m<n (7.6)
0

echivalenta cu:

min F(x)
gl.(x):O i=lm xeR" m<n (7.7)

Dupa cum se poate observa cele ¢ restrictii de tip inegalitate au
fost transformate in restrictii de tip egalitate prin introducerea a ¢
variabile suplimentare y. Pentru aceastd problemad modificatd se poate
construi functia Lagrange sub forma:

L(x,y, A, 1)=F(x)+ i A,g,(x)+ éﬂj 7, (x)+ 2] (7.8)

pentru care trebuie determinat un punct de extrem fara restrictii:

min L(x, y, A,
(%, ¥, 4, 1) (7.9)
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Sistemul de n+m+2¢g ecuatii, care reprezinta conditiile necesare de
extrem pentru aceasta problemad, este de forma (7.10).

In acest caz complexitatea sistemului este si mai mare deoarece
pentru fiecare restrictic de tip inegalitate vor fi introduse doua
necunoscute suplimentare (variabila de ecart corespunzitoare y; si
multiplicatorul lui Lagrange A;), iar sistemul este intotdeauna neliniar
deoarece variabila ecart, pentru a evita introducerea unei conditii
suplimentare de pozitivitate, a fost introdusa la patrat.
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O situatie destul de frecvent Intdlnitda in practica este cazul
functiilor obiectiv patratice si restrictiilor liniare care, folosind produsul
scalar, pot fi scrise sub forma (7.11).
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problema de optimizare fiind:

min F(x)

7.12
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In acest caz gradientul functiei obiectiv este o functie liniara iar
gradientul restrictiilor este constant:

(7.13)

Daca matricea C este o matrice de rang m, prin aplicarea metodei
multiplicatorilor lui Lagrange se obtine urmdtorul sistem liniar de
ecuatii:

T — =
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echivalent cu ecuatia matriceala:
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Aplicatie

Se considera circuitul din figura 7.1.

I

u "\ Uc

1

Fig.7.1 Schema electrica a circuitului

Se cere si se determine valorile R si X astfel incat sia se
minimizeze tensiunea continud de iesire U, In regim permanent,
respectdnd urmatoarele valori pentru valorile efective ale tensiunii
alternative de intrare u i curentului i:

U=110V

1=0,14

Se va considera ca iesirea circuitului este in gol iar frecventa este
de 50 Hz.

Pentru inceput nu se va include in problema de optimizare
conditia fizica R>0.

Modelul matematic este reprezentat de urmatoarele ecuatii:

minU, = min(- 2R + V21X )= miny2 -0,1(-R + X)
2
rR+x2=| 10
0,1

ceea ce este echivalent cu:



min(—R + X)
R*+X*-1.210.000=0

Functia Lagrange va fi de forma:
L(R,X,A)=-R+ X + A(R* + X* —1.210.000)

iar sistemul de ecuatii care trebuie rezolvat pentru determinarea solutiei
optime:

~1+2AR=0
1+24X =0
R*+ X?-1.210.000=0

Acest sistem are doua solutii:
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dintre care numai una, $i anume:
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corespunde solutiei optime a problemei initiale, asa cum se poate
observa in figura urmatoare.



R?>+X?=1.210.000

Fig.7.2 Reprezentarea graficd a functiei obiectiv si restrictiei

Prima dintre aceste solutii reprezintd solutia optimd cautata, cea
de a doua reprezentand un punct de maxim pentru functia obiectiv si nu
unul de minim.

In continuare se va considera ci se include si conditia ca
rezistenta circuitului sd fie o marime pozitivd in problema de
optimizare, obtinand:

min(—R + X))
R*+X*-1.210.000=0
R>0

echivalenta cu:



min(—R + X)
R’ +X*-1.210.000=0
R-y*=0

In acest caz functia Laplace va fi:
L(R,X,y, A, 1) =—R+ X + A(R* + X* =1.210.000)+ (R — y?)
Punand conditiile de extrem se obtine sistemul:

—1+2AR+ u=0
1+2X =0

-2uy=0

R’ +X*-1.210.000=0
R-y*=0

cu solutiile:
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Pe baza unui studiu local se determind ca dintre cele trei solutii
numai prima este un punct de minim pentru functia obiectiv U, deci se
obtine aceeasi solutie ca si in cazul anterior.
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